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Rbsumh. Les graphes envisages dans cet article sont non orient&s, sans boucles ni a&es multiples. 
On d&igne par X(G) et E(G) les ensembles de sommetj et da&es d’un graphe G; ces ensembles 
seront toujours finis. Les notations usuelles ont ce;lcs de Berge [ 11. 
Dans [S] , Zykov introduit la notion de graphe jaint de deux graphes donn6s. Une propri6t6 
du joint de deux graphes dont Pun est rCduit 5 un wmnret est donn6e dam [3] ; c’est unz Etude 
plus g&r&ale et systi5matique que nous presentons ici. 
‘1. Dt%nitions, notations, propri&h &5mentaires 
Une famille de graphes (Gi)i = 1,. . . ,p etant don&e, nous noterons 
ai, ri, Wi, Oi le nombre de stabilite, le nombre chror,latique, le cardinal, 
d’une clique maximale, l’indice de partitron en cliqtzs du grabhe G, 
pour i = 1, . . . . p. Ces lettres sans indices designeront les invariants du 
jokt de la famille, defini ci-apr5s. Le nombre de sor-rmets de Gi est note 
ni, on pose Zip,, ni = n. Si x est un sommet de Gi, 01: note d,(X) son 
degre dans Gi et d(x) son degre dans le joint. 
Dgfinition 1.1. Le joint de la farnille (Gi)i=1,._.,, est le graphe obtenu en 
p ajoutant au graphe Ui,1 Gi (union disjointe) toutes 1s a&es joignant 
deux sommets qui ne sont pas dans le meme gral:he E ‘lit> on le note 
J(Gi)i=l,...,p* 
Proprib 1.2. Si G, , G,, G, son: tr 2is graphes, a!ors 
J(G,, c,) = J(G,, G,), J(G,, G,, G3j = tl(G,, J(G, 9 c,:,), 
JW,, $9 = G,. 
* Premi&re version re9i.i le 29 juin 1972. 
146 J.L. J&vet, SW le joint d’une fatnille de graphes 
PropriM 1.3. Soit x u,r so~mmet de Gi, alors d(x) = d&x) + Ej + i nj- 
ProprW 1.4. Si la famille (Gi)j= 1,. ,.,P comporte deux graphes non vides 
au m&s, Se diamPtre de J’<Gi)i=l,...,pest infhrieur ou da/B 2. 
PrOpti$d 1.5. Si (Hi)j=l,..., p son t des sous-graphes (resp. des graphes 
partiels e: ides ous-graphes partiels) des Gi, aiors le joint J(Hi)i=l,__.,p 
est un sow-graphe (resp. graphe partiel, sous-graphe partiel) de 
JIGi)i=l,...,P’ 
Prop&% 1.6. Darzs un gra,&e simple, les sommets de degr2s impairs sent 
en nombre pair. 
Toutes ces proprietes on), trbs simples & montrer, now ne le ferons 
pas ici. La propri&tc 1.6 es.3 classique. Elles seront utilisees dans la suite 
sans reference xplicite. Swf mention contraire, les graphes envisages 
seront non vides. Si (Gi)[=[ ....,P dbigne une famille de graphcs, il sera 
suppose que p > 2. 
2. Etude des invariants usalels 
Proposition 2.1. Le jor’nt ‘i’m Gi v&ifie w = Z:,P,, C+ 
D&monstration. Soit K une clique de cardinal maximum dans 
J(G&,..,,p pour tout i, alors Gi n K cst une clique Ki du graphe Gi, et 
done I Kil < ai. K a pour sommets I’union des ensembles de sommets 
des Ki ains; construi’ts, et done I KI < Zip=, Ois 
Inversement, considerons le joint J(Hi)i = 1,. . , p fourni a partir des 
sowgraphes Hi, cliques ma>.imum dans chaque Gi. 11 est clair clue 
JcHi)i=l,.d.,p est une clique iyant Zfzl oi sommets; par ailleurs, la Pro- 
prieti: 1.5 montre que c’est am sous-graphe de J(Gi)i=l, .._,p et done 
o 2 Z/__t Wi, d’oti la proyo.; tion. 
Proposition 2.2. Le joint des: Gi ukrifie 7 = Zip=, ri. 
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D6monstration. Considerons une coloration en un nornbre minimum dz 
couleurs des sommets de X = lJiP,r Xi, elle induit sur chaque Xi une colo- 
ration en 7; couleurs, avec +yi > rim Deux sommets n’appartenant pas au 
meme Xi sont adjacents dans J(Gi)i,r ,.. . ,p et done de couleurs diffe- 
rentes, ainsi 7 = Cr=lTi> Zip=tTi* 
Par ailleurs, si l’on realise une coloration de J(Gi)i= 1,. . . ,p en colorant 
chaque Gi avec yi couleurs que l’on n’utilise plus ensuite, il est clair que 
celle-ci comporte Zip= 1 ri couleurs exactement, et dor:c 7 < Z r’ 1 rj, d’ob 
le resultat. 
Proposition 2.3. J(Gi)i= I,..., p est y-parfait si et seulment si chaque Gi 
est r-parfait. 
Rappelons qu’un graphe G est T-parfait (resp. a-parfait) si tout sous- 
graphe G’ de G verifie r(G)) = o(G’) (resp. cw(G’) = 6(G’)). 
D6monstaation. Si chaque Gi est T-parfait, on a yi = C.ji pour i’ = 1, . . ..p. 
et done or) = Eip=l~i = Zr’1 ri = 7, ainsi w = 7. 
Pour n = 2, le theoreme st verifie; supposons que ;)our 3, . . . . 12 - 1 il 
le soit encore. Soit k un sous-graphe de J(Gi)i=l,..., p Si & est contenu 
dans l’un des Gi, il est bien sfir T-parfait. Sinon soit L le sowgraphe 
Gi n L; on a done L = J(Li)i=l,,._,p. Notre hypothk de recur; ence in- 
dique alors que L est y-parfait. Ainsi J(Gi)i=l,._.,, es; r-parfait. 
L’autre sens de l’implication est immediat. 
Proposition 2.4. Le joint des G, vhifie at = max (ai : i = 1, . . . . p). 
DCmonstration. Soit S un ensemble stable de X; S ne peut contenir deux 
sommets appartenant ades Gi differents, et dlonc il existe un indice i 
tel que S C Xi et done iSI < ai < max {Q~: ] = 1, . . ..p}. Par ailkurs, si 
S’ est un ensemble stable maximu:m dans le graphe Gi pour lequel ai es t 
maximum, on a S’ = ai. Ainsi (Y verifie bien ~1 = max (ai: i = 1, . ..)‘p]. 
Proposition 2.5. Le joint des Gi vtkifie 8 = max { 8i: i = 1, . . ..p]. 
Dkmonstration. Soient K,, K,, . . . . KS des cliques formant une partition 
de X, de cardinal minimum. Les traces Ki n Gi de ces cliques sur les 
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sows-graphes (Gi)i = 1,. “., p de J(Gijj :: i ,.. ., p sont des cliques telles que les 
families (Kf n Gi)j=l,,,,,B forment des partitions en cliqws des Gj ainsi, 
on a pour chaque i que 8 > Oi et done 8 3 max {Oi: i = 1, . . ..p). 
Inversement, montrons que 8 < max { &: i = 1, . . ..p). Supposons que 
Ies IGiJiXl, .,.,p sont index& de telle sorte que les Bi soient dkroissants, 
ce qui est possible a une permutation p&s. Soit ((K/)j= I,..., ei}i=l ,...,p 
des partitions minimum en cliques, des ensembles de sommets Xi, dans 
chaque Gi. Complktons chacune forrraellement en posant Ki = fl pour 
i = 8, + 1, . . . . 0,. Ainsi pour chaquej on considhre les joints J(K&l,__s,p 
pourj = I 9 2, . ..) 0, ; d’apr&s la Prcsprit!$ 1 .S ce sent des sows-graphes de 
J(Gi)i=l , .,,,p. I1 est clair qtie ce sent &s cliques, f:t done 8, > 8, d’oh 
ta proposition 6nonc6e. 
Proposition 2.6. te joint J(Gi)i= 1, m.,,p esf wparfbit si et seulement si 
chsqtle Gi est a-parfait. 
La d&monstration est identique fi celle qui a 616 faite pour la Proposi- 
tion 2.3. 
3. Connectivit6 du joint d’une famille de graphcs 
Dans ce paragraphe, nous donnons les valeurs exactes des connectivite 
et ar5te-connectivitk k et X de J(Gi)i=l,_..,p en fonction de celles des G,. 
Le nombre min (dp (x): x E Xi ) est dksignk par di , la connectivit6 de Gi 
par &. Rappelon:; que la connectkit (resp. arC%e-connectivitb) de G est 
Je nombre minimum de sommets (resp. a&es) qu’il faut enlever & G 
pour le i5isconnecter. 
Th~or&me 3.1. S?tft (Gi:)i=l,...,p me famille de graphes; alors la connect 
tivitC de JlGi)i=l,..., p ~+t k = n - max ((vti - ki): i = 1, . . . . [I]. 
Dbmonstratisn. Soit S un ensemble de s6paration de J(Gi)i = l, .. . , p, c’est- 
&dire un ensemble de sommets dont la suppression disconnecte le graphe 
ql(Gi)i=l, .,,,p et dont le cardinal soit minimum. 11 existe un indice i 
unique te3 que Xi $ S; en efft:.+, dans l’hypoth&se inverse, le graphe en-; 
gendr6 par X’\S serait connexe. Notons Si = S n Xi; ,!$ est done un en- 
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semble de separation de Gj et son cardinal est done k,; ainsi 
k=min(n-ni+ki)=n-max{(ni-ki):i=l,...,p}. 
Lemme 3.2. Soit C un graphe non orient6 de diamtitre 6 < 2; alors son 
ar@te connectivite h est don&e par h = min (d(x): x E X). 




C est un graphe orient6 de diametre 6 < 2, soit rnh (A, X\A) le 
d’arcs ayant leur origine dans A et leur extremite dans X\A. Si 
min {d+(x), d’(x)}, on a 
X’(G)=min{mh(A,X\A): @!&XX) =min[d*(x):xEX). 
Notre graphe G non orient6 etant don&, soit G* le graphe orient6 de- 
duit en remplacant chaque arete de G par deux arcs de sens opposes 
pour tout sommet x. On a 
d;;*(x) = d;*(x) = d; (x) = dG (x). 
Le theor5me donne done 
min(dc(x):xEX3 =min{m&(A,X\A): $?IgA C-X). 
De par sa construction, G* est tel que m&, (A, X\A) soit !e nombre 
d’aretes d’attachement de A dans G, que l’on note mG (A, X\A); ainsl 
min{dc(x):xEX3 =min{m&,X\A):f@A~X). 
Si ul, . . . . uh sont des aretes de G dont la suppression disconnecte G, 
alors ul, . . . . u~__~ ne disconnectent pas G et uh estun isthme de 
G\{ul, . . . . z+,_~}. Ainsi G\{ul, . . . . uh 3 a deux composantes connexcs 
HI et H,; les a&es (ul, . . . . uh 3 ont une extremite dans H, et l’autre 
dans H,. Si nous appelons A l’ensemble des sommets de H, , il vient 
mG (A, X \A) = X, d’oh le lemme. 
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ThCor&ne 3.3. SOit (Gi)i=l,.._,p me ,ftimille de gruphes, Ze joint 
J(Gi)i=1 , ..., p Q pour ar&wonnectivitd X = min {di + (n - n$: i = 1, .. . . p}, 
IXmonstration. Le diametre du joint J(Gi)irl, _e,,P est 6 < 2. D’aprbs le 
lemme et la ProprietC 1.3, le theoreme st imm6diat. 
4. Re@ouvrement des ar&es par des chaines ou cycles simples, cycles 
eul&iens 
Nous 6tudions tout d’abord les recouwements des aretes d’un graphe 
par des chaines imples ou des cycles simples, aretes-disjointes. A partir 
des resultats obtenus, nous dkduirons une condition necessaire et suffi- 
Sante pour que le joint d’une famil!e Be grdphes oit eulerien. ..-__ 
Un grzghe G = (X, E) &tint don&, nous noterons n’(G) le nombre 
minimum de cycles simples ou chaines imples, areteadisjointes, qui 
partitionnent E; une telle partition sera appelCe r’-partition. X1 et Xp 
designeront respectivement l’ensemble des sommets de degrds impairs 
et l’ensemble des sommets de degres pairs de G; leur cardinaux wont 
notes nf et np. 
Proposition 4.1. Soit G un graphe ayant r composantes connexes; alors: 
(i) si nr = 0, on a T’(G) = r; 
(ii) sinbOetr= l,onan’(G)=$nI; 
(iii) si nr # 0 et r > 1, on a max ($v~, r } < n’(G) < inI+ r. 
BXmonstratkm. (i) Si n I= 0, chaque composante connexe st un sous- 
graphe eulerien, et done T’(G) = r; d’ou l%galit& 
(ii) Si nl # 0 et r = 1, considerons une famille F d’aretes uppleme*+ 
taires en nombre $zr ajoutees a G de telle sorte que chaque sommet de 
;Yl soit extremite d’une et d’une seule d’entrc elks. Le nouveau graphe 
obtenu, soit G*, est done eulerien; soit C un cycle eukjen de G*. Par 
suppression des aretes de F (qui n’ont pas d’extremit& communes) on 
obtient une &partition de E en fn’ chames ou cycles simples. Ainsi 
d(G) < $1 . 
Inversement, siC, , . . . , Cq est une &partition de E ayant un nombre 
~1, minimal d’%lements, tout sommet x E 2’ n’est extremite que d’une 
4. Recouvrement des ar&s par des chaines ou cycles simples, cycles eul&iens 151 
chalne au plus. Ainsi les extremites de chafnes ont un degre impair, et 
done 4 3 in’; d’oh la deuxieme galite. 
(iii) Si 1~ > 1 et nr # 0, designons par H, , . . . , H, les composantes con- 
nexes de G. L’bgalite (ii) appliquee a chaque -Hi nous donne 
n’(H,) = max 11, an!>. 
I1 dst clair que V’(G) = Z:zI n’(H&, et done 




max {r, $d} < d(G), 
d’ob l’inegalite. 
Proposition 4.2. Soit (Gi)i = 1, ,. . , p une famille de graphes index&s de telle 
sorte que pour un entier q, 0 < q < p on ait i < q e ni et n = X$?= 1Iii de 
m8me parit& Alors 
Dbmonstration. Le joint d’une famille de graphes &ant connexe. 
n’(G) = rnax { 1,; nI ) . Le probEme revient done & calculer le nombre n I. 
Le de& d’un sommet x est d(x) = di (x) + Zi + i ni = di (x’) + n - ni, 
et done pour i < q, n - ni etant pair, x E X1 pour dj (x) impair, et pour 
i>q,n- ni 6tant impair, x E XI pour di (x) pair. Ainsi 
ces ensembles sont bien stir disjoints, et done 
P 
1x11 = 5 n! + C np; 
i= 1 i=q+l 
d’ou la proposition. 
. Dans 1s~ theoreme qui suit, nous appelelrons prbeulerien U:I graphe 
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dont tous les degres ont pairs. Ce theoreme caracterise l s famillos de 
graphes ayant un joint eulerien. 
TMor*me 4.3. SOit (Gi)i = 1,. . , , p me famille de graphes; alors le joint 
J(Gi)i=l, . . ..p est eul&ien si et seulement si l’une des trois conditions 
suivantes est realisCe: 
(i) Tous les Gi sont pr&euleriens et ont un nombre de sommets pairs. 
(ii) Tous les Gi sont pre-euleriens et ont un nombre de sommets im- 
pairs; 622 plus, p est impair. 
(iii) Pl existe rrn entier q, 0 < q 4 p tel que q graphs Gi soient pr& 
euleiens et que les p - q autres nr4; le soient pas; les premiers ont des 
nombres inJ,aairs de sommets, et q est impair; les seconds ont tous leurs 
degr& impaks. 
D6monstration. Supposons les Gi index6 comme indiyue dans l’enonce 
de la Proposition 4.2; nous avons vu que IX’ I = Zf.., n! + Ef& +1 n,! 
pour cette indexation. 
Si la famllle (Gi)i=l, *.,,p verifie les conditions (i), n est pair et q = p 
puisque chaque ni est pair. Amsi ZiP,r n{ = IX’1 = 0, et doncJ(Gi)i=r,,..,p 
est eulerien. Si la famille (G,)i =1, _.,,p verifie les conditions (ii), n est im- 
pair et q = p. Done IX’1 = “:=I nl= 0 et *r(Gi)i=l, __.,p est encore eule- 
rien. Si Ba famille (Gi)i=r, ...,p verifie les conditions (iii), n est impair. 
Done IX’1 = Zf’r n! + Z&+1 n: = 0, et J(Gi)i=l,_..,p est eulerien. 
Reciproquement, supposons que la famille (Gi)i =I, . . ., p a un joint eu- 
lerien. Pour un sommet x quelcolkque on a d(x) = di (x) + (n - ni); d(x) 
etant pair, d,(x) et (IF - ni) sont dlonc de meme paritb. Ainsi d,(x) est de 
parite constante pour x E Xi, i fix& 
( 1) n est pair. n 1, . . . , nq sont pairs et nq +1, . . . , np impairs, done les 
Gq+lp .., Gp sont pre-eukiens. Si q = p, tous les ?Ii sont pairs. Pour un 
sommet x E Xi quelconque, d(x) “= d;(x) + (~2 - ni); d(x) et (n - ni) SOI’? 
pairs, done dj(x) est pair, et Gi est &Beul&rien. La Jgmille (Gi)i=r , ,.., p 
verifie done les hypotheses (i). 0n a q f 0; en effet, pour q = 0 les Gi 
seraient ous pr&euleriens avec les ni impairs, ce qui donnerait des de- 
gres impairs pour tous les sommets de G. Le cas 0 < q < p est impossible; 
en effei, dans ce cas pour un indk -nm r quelconque tel que q < r < p et 
un sommet quelconque x de Xr ‘~ous aurions d(x) = d,(x) + (n - n,), 
done impair. 
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(2) ;yt est imp&. ytl, n2, . . . . n4 sont impairs et n4+1, .. . . np sont paks, 
et done G,, G2, . . . . G, sont pr&eul&iens. Si 4 = p, tous les Gi sont pr6- 
eul&iens. p est impair puisque Zip=, r+ est impair et que chaque ni est 
impair. La famille (Gi)j = 1, .. , , p vkrifie done les hypothbes (ii). On a 
4 # 0, puisque dans le cas contraire tous les nj seraient pairs et done YE 
egalement. Si 0 < 4 < p, supposons qu’il existe un indice Y tel que Gr 
soit prbeukien et 4 < r G p. Pour un sommet x E X’,, d(x) = d,(x) + 
(n - n,), done d(x) serait impair. 
Ainsi tous les Gj, i 2 q + 1, ont des sommets de degr&s impairs seult*,a 
merit.. 4 est impair; en effet, pour un sommet x E Xp, 
P-1 
d(x)=dp(x)+(n-np)=dp(x)+ f:ni+ C Izi, 
i=l i=q+l 
done d,(x) et Zi4,, 1 nj sent cre meme parite; ni 6tant pair pour i < (1, 4 
est done impair. f,a famille iGj)i=l, . . ..p vkifie done ies hypotheses (iii). 
Ceci ach&e la d6monstration du theorkme. 
5. Partition de X en chafnes, problCmes hamiltoniens 
Un graphe G = (X, E) ktaqt don&, nous notons n(G) le cardinal mini- 
mum d’une partition de X en chafnes &mentaires; 1”introduction de cet 
invariant nous pelrmea de donner une condition nbzessaire et suffisailte 
pour que le joint de deux graphes oit hamiltonien. Nous Citudierons en- 
suite certaines conditions ca:actbisant des families de gral::hes ayant un 
joint hamiltonien ou hamiltonien connect& 
‘Th6or&me 5.1. Soient G, et G, deux graphes tels que n(G1) 2 r(iG2); 
alors: 
(i) J(G,, G,) est ha,miltonlen si et seulement si r(G1) :< n2. 
(ii) J(G, , G, ) possbde une chatne hamiltoni2w~e si et seulemeM si 
n(G1) < n2 + 1. 
(iii) Si n(G1) > n2 + 1, r(J(G1, G2)) = n(GI) - 11~. 
D&monstration. (i) Si J(G,, G2) est hamiltonien, soit C un de ses cycles 
hamiltoniens, il induit sur X, une partition en chaines Mrnentaires 
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Cl , . . . . C7 et done 4 > n(G,). Sur C, les extr&mit& des chdines Ci sont 
adjacentes ?Ides somm>ets de X,, et done q < n2, d’ob 2z2 < n(G,). 
Snversement, si l’on a n2 2 r(Gl) il existe une partition de X2 en 
n(G,) chajnes elementaires: Soit C, . C2, . . . . CntG2) une partition de car- 
dinal minimum. Enlevons ?r(G,) -- 7r(G2) a&es a cet ensemble de 
chaInes (ce qui est possible puisque n2 2 r(GI )), la nouvelle partition 
obtenue a bten n(G,) elements, Ci, C;, . . . . C’&). On construit un cycle 
hamiltonien de J(G,, G,) en prenant Cr, C;, C2, . . . . CitGI), ce qui est 
possible puisque toutes les aretes de liaison sont dans le joint. 
(ii) Si n(G1) < n2 + 1, on construlit une cha2ne hamiltoniknne de 
J(G,, G,) par le pro&de employ4 precedemment. 
Si J(G,, G2) posdde une charne harniltoniknne C, elle induit sur X1 
des chalnes C, ,, *. , C4 avec q 2 IT(C 1), par ailleurs sur C ces chalnes ont 
(I - 1 extrcmites adjacentes a des sommets de X2, et ainsi n(Gr) < 4 < 
n2- 1. 
(iii) Supposons maintenant que 7t (G,) > n2 + 1. D’apres les questions 
precedentes, a(.?(G ,!, G,)) 2 2. 
Considerons une partition de X, c;:n chalnes, ayant un nombre n(G,) 
d’elements C,, C2, ._., Cntcl). Si noc.s notons !Xi)i=r, ._,,nZ les sommets 
de G,, nous pouvons construire une cha’ine C = C,, xl, C2, x2, . . . I xn2, 
’ G*+l contenant n2 + 1 cha’iner* de Gt et tous les sommets de G,. 
1 C9 Cnp+2* * ** Cs(G1) ) forme une partition de X, U X, en n(Gr) - n2 
chalnes elementaires de ?r(Gr , G,), et done n(J(Gr , G2)) < n(Gr ) - n2. 
Le probleme st maintenant de montrer que toute partition en 
chaInes de X, U X2 a au moins n(G ,) - n2 elements. Pour cela, soit 
C, , .._, C4 une partition P de XI U X2 dans J(G,, C,), avec 4 minimum. 
Les sommets qui so& extremites des cha’ines Ci sont tous dans X, ou 
tows dans X2, car dians le cas contraire, en ajoutant une artte liant deux 
extremites de chakes, on pourrsit dlminuer le cardinal de la partition. 
Toutes les extremites de chaines ont dans X, : Supposons qu’ehes 
wient toutes dans Ir’ . 
deG etG C .= C2C 
CIlaque chake Ci induit sur XI et X2 des chaines 
01 2 
Cf” une chiiiz de 116; 
. . . , & (sh C?l+ 1 est une chaPne de G, et 
(ah conkent d’ippeler chaine un sommet, la lon- 
gueur (de la chatne etant 0). Ainsi ies nombres { Jcj)j= 1, . . ., q sont impairs. 
Pour la partition P= C,, C,, . ..) Cq, on a dinsi Zi4,1 $(kj + 1) chames 
partitionnant X2 et. $ 1 + (kj - 1) chalnes ekmentaires partitionnant 
XI. Done 
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5 i(k, + l)< n2, 
i=l 
5 $(ki - l)> or, 
i=l 
Q 
c ki< 2n2-q, fi ki> 2n(G,)+q, 
i=l i=l 
ce qui contredit l’hypothese n(GE) > n2 + 1. . 
Si deux chalnes Ci et Cj de la partition P contknnent des sommets de 
X2, soit Ci = Cip , Cf. _. . , CIFi-‘, Ciki et x le dernier sommelt de Cl? . 
Considerons les deux chalnes 
C’ est bien une chaine de J(G, , G2) puisque CFiwl et C’/ sont relies par 
une arete (x, v), si y est le premier sommet de C! . 
11 est clair que par iteration de ce procede, on deduit de la partition 
P une partition P’ telle que tous les sommets de X2 soient SW la meme 
chalne, C, par exemple., P’ ayant le meme nombre d’elements que P. 
Pour les raisons exposees dans le cas (ii), P a au moms n(Gi) -- n2 t%- 
ments, et done n(J(Gt, G,)) 2 m(G,) - n2. 
Proposition 5.2. Soit (Gi)i=l, ._.,p une famille de grayhes telle qu 71 ex- 
iste trn entier * vbifiant T(Gi) < r < ni pour tout i = 1, ._, p; dors 
J(Gi)i=l, . . ..p -zst hamiltonien. 
Dkmonstration. Nous avons montre, lors de la d6monsira ion du point 
(i) du Theoreme 5.1, que pour tout entier r verifiant r(Gi) < r < ni il 
existait une partition de Xi en r chalnes Mmentaires. Soient 
Ici# ci2, **.9 c;li=l, ;.,p des partitions en chaine:; de chaque ensemble 
Xi, NOUS construirons aisement un cycle hamiltowlien C de J(Gi)ixl, _s.,p. 
(! = (Ci, c:, . . . . c;, c;, . . . . c;, . . . . c;, c;, . . . . C;:,), 
toutes les a&es reliant des extr6mites de chalnes CT et C,f+l ou bien 
c”, (=ik” &ant dans J(Gi)i=l, . . ..p m 
Le theor&me suivant donne deux conditions suffisantef; pour qu’une 
famille de graphes ait un joint hamiltonien. 
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ThC&me 5.3. Soit (Gi)i,l, ,..,p une favnitte de graphes tette que n1 3 ni 
pouri = 1 ‘f ..#., p; ators si 
(i) nl < i n, ou bikm 
(ii)n~~~netIH~I<.k~n-nl pour 1<k<i(2rtl--n-l),oti 
H;={xEX&(x)<k}., 
te joint J(Gi)i= f , _,s,p est hamittoniccn. 
D&nonst:~tion. (i) Si nl < in, on a: yti < fn pour i = l,...,p. Done POUT 
tout x E X, d(x) > in; J(Gi)i=l, +.,,p est done hamiltonien. 
(ii) Si nl > 5 n, tout sommet x n’lappartenant pas A X, a un degrC 
d(x) > 1.X, 1 = q > in. Si nous notons Hk l’ensemble (x E X: d(x) sc k) 
pour 1< k+(n-- 1 ), nous aurons done Ilk = H:_” “1 puisqu’un slam- 
met de XI a pour degrks d(x; = d, I(X) + (12 - 121) danSJ(Gi)i=1, sme,p. 
Ain~;-iHkl<k-lz+nl+(n--nl);soitIHkl~kpour1~k-n+nlg 
3(2nI -n- I), c’est-&dire pour n -- nl + 1 < k < f (n - 1). Par ailleurs, 
Hk =~pour 1-g k<n-nI, et done les hypothises &I theoreme de 
Posa [4] sent r$alisees et J(Gi)i=l, ___,, est hamiltonien. 
ThCodme 5.4. Soit (Gi)i = 1, ..., p une jirmitte de grcphes hamittoniens, te 
joint J(Gi)i=l,.._,p est (n - 2)-hamitfonien-conned. 
Rappelons que dans [ 21 un graphe G est dit q-FEamittonien-cc>nnect& 
. 
s pour tout couple x, y de sommets il existe des cha!nes Mmentaires dc 
G ayant pour longueur n - 1, n - 2,, .. . . n - q et pour extremites x et y. 
Dkmonstration. 11 s’agit done de demontrer que pour deux sommets x
et y quelconques il existe une chaIrbe de longueur k pour tout entier k 
telque2<k<n-1. 
(1) x et y ne sont pas dans le meme graphe Gi; par commodit6 ilous 
pouvons considdrer x E Xl, y E Xp. Ddsignons par Hj = (u!;, L({, ..,* u& 
rr{), j = 1, . . . . p, des cycles hamiltoniens de chaque pmphe Gj en conve- 
nant de prendre x = zf et y = a!fp. Soit C la cha2nt: suivante: 
c=(uf,U; ,...) 2.4;) u;,z11; ,..., 24; , q-u, 211 P--l, up p-1 up ) 1 2 lp9***s np 
air pour chaque i on a 1 < t’ Q nj. Pour toutes les valeurs possibles des 
entiers 4 il est clair que la longueur de C varie de n - 1 ;i p. Consid&ons 
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ensuite C’ = (~4: 
avec 1 < i < p : 
~4; I a’*, uf-‘, uLp); c’est une chalne de longueur p - i 
I. Nous avons done construit des chalnes elementaires 
ayant pour extremitbs x et y et de longueurs 1,2, . . . . (n -- 1). 
(2) x et y appartiennent au meme graljhe Gi; C, I>ar commodite. Con- 
siderons les cycles H’ prCcCdents avec u: = x et u: :=: y. Soit 
c = (ui, u:, . ..) UI’,, UT, ...) uf f u f. u;, ...) uf$ ..-, w;,, . ..) UC, u;, ...) u;), 
2 
avec 1 < I, < k - 1, j < k < nl et 1 < lk < nh pour h = 2, . . . . p. bs 
chafnes ainsi lobtenues ont pour longueur (n - l), (n - 2), . ..., p. En con- 
struisant comme precedemment les chames (u :, uz, . . . , u{ , U: ) pour 
j = I, 2, . . . . p, on obtient bien toutes les longueurs de p A 2, d’oi~ le re- 
sultat. 
6. Condition pour qu’un graphe G soit 12 joint d’une famille de graphes 
iVous avons jusqu’ici etudie les proprietes de J(Gi)i=1, .._,, connais- 
sant celles des Gi. Inversement, un graphe G &ant don@ e&l le joint 
d’v:ne famille de sow-graphes? Quelles relations exkte-t-i1 entre deux 
farnilles ayant des joints identiques, a un isomorphisme pres? 
Thkoreme 6.1. Soit G = (X, E) un graph!e ayant n sqmmets et p, 
2 bh p < n, un entier. G est le joint d’une famille de 9 graphes Gi non 
vides si et seulement si le graphe complkmentaire E/-a un nombre q 2 p 
de composantes connexes. 
Dbmonstration. Soient Y 1, . . . , Yq les sous-ensembles deX determines 
par les composantes connexes de c. 
Si q 2 p, considerons les sous-graphes CGi)i = !,, _,q engendres dans G 
Par les (yi)i=l, ___,q l Soient x et y deux sommets dt; X, respectivement 
dans Yi et 17, i # j. L’arete (x, y) n’est pas dans c Lt done ces sommets 
sont adjacents dans G. G est done le joint J(Gi)i=l,.._,q en posant 
Y’ = UqBp’l Y. Si G’ est le sous-graphe engendre dans G par Y’, alors I=1 3’ 
G’ = JiG;)i=l, ...,q-p+l et JCG’, (Gi)(q-p+Z>...q)) = Go 
Inversement, siG est joint d’une famille (Gi)i=r, ,.., p, soient X,, . . . . .X1, 
les ensembles de sommets des Gi. Deux sommets x et y appartenant ?I 
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des sow-ensembles Xi et Xi differents appartiennent a des composantes 
connexes de c differentes puisque toute chaPne les reliant dans g de- 
wait cornporter une ar$te joignant deux sommets appartenant 4 des Xi 
differenis. Chaque Xi est done reunion de sow-ensembles { Yi } 1, . . . . q, 
et done 4 >, p. 
‘I’hCor&me 6.2. Dew families (Gi)i=l, ,aS,p et (Gi)i=l,.,,,p’ dt?terminent 
le m2me joint, h un isomor,&isme pr&, si et seulement si: 
(i) n = n’, 
(ii) fl existe 9: X + X’ bijective et deux partitions (Yj)j=l , ***, 
iY;)i=l, ,..zq de X et _Y’ telies que CP( Yj) = Y;, les sous-graphes H:‘et Hi’ 
cngendre’s par les Yj et Yi @ent des sous-graphes des Gi et GE, et que 
chaque Gi (resp. Gf) soit l$oi~t de ses sous-graphes Hi (resp. Hi). 
Evidemment, d’apr&s la,construction faite lors de la demonstration du 
Theor&me 6.1, les IYiIr ,.,., q sont les sous-ensembles deX d&ermine’s par 
les composantes connexes de .? 
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